
様相論理における単一化問題について

宮　崎　　　裕

梗　　概

様相論判肋おけるト←一化粧は鋸こついて議論する（〉相に、射り多祥を持たないような様相論坤

のクラスに／ルての中一化川紬こおける叩　化のタイプの分類にl村する新しい射」某が得られ

たのでそれを紹介する。ここで述べる結果は3011iHH来からし川にかけて筆者がポーラン

ト、ンレ／工人′デ紋′1研究所のWnjCleChDz】k敢路と行いた共同岬先での成果の　邦である。

1．はじめに

I用述語論坪の定理自動証明は、現在では導出原理（resolutlOnpnnClple）に

基づいておこなわれるのが　脚勺である。この中で用いられている言1第手法が

甲　化（unlnCatlOn）と呼ばれるものである（実際、ProIogなとの論理型プログ

ラム言語ではこの単　化の手続きが重要な役割を果たしている。坤一化の手続

きは、その他にも定理自動証明を基礎とする甜月論や自動推論、項吾き換え系

なとで広く利川されている。

乳化とは、2つの項（term）と呼ばれるある代数卜の表現を等しくするよう

な、それぞれの項の中にあらわれる変数への　様な代人演算子（unlf。rm

SubstltutlOn）を求める手続きのことである、そのような代人滴竹イは通常複数

存在するが、それらのうち崩汎甲一化√（mostgeneralunlflerOrmgu）と呼

ばれる代入演算子を求めることが問題となる。普通用いられる卜で述べた占典

述語論理の場合は、意味論で川いられる代数がフール代数であるために華　化

にかかわる問過も比較的容易であるが、非古典論理に刈応する代数＿卜での単一

化問題はフール代数の場合よりも状況はずっと複雑である。ここでは古典命題

論理を拡張した命題様相論理、およびそれに対応する様相代数卜での単　化問

題について議論する〔

甲　化の概念がはじめて走出ヒされたのは、1965年のJARob】nSO。の論文
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様相論理における単一化開通について（宮崎）

（［9］）においてである。この論文で彼は、その導出原理のための基本的な演算

として単一化および最汎単一化子の概念を明確に述べ、（古典述語論掛こおい

て）単　一化可能な項の有限集合に対しては常にmgu．が存在することを示し、

具体的にmgu．を計算するアルゴリスムを示した。

RoblnSOnの草根原理は、先行研究としてPost，Herbrand，PrawltZ，Guardら

の定理自動証明器に関する研究を持っており、その中でも特にHerbrandの定

評（［6］）は導出原群のl白接の基礎となった結果である。しかし彼らの仕事の中

では同様のアイティアが用いられているものの、単・化の概念が明確に述べら

れることはなかった。

▲力、別の分野で単一化および最汎単一化子の概念に到達していた研究者も

いた。それがKnuthおよびBendlXの項書き換え系（TermRewrltlng System）の

合流性に関する研究（［7］）である。この論文で彼らは、与えられた等式の有限

集合に対して、それらを公理として持つ代数系と等価でありしかも停止憎と合

流件をもつ項譜き換え系を生成するためのアルゴリズムを小した。彼らのアル

コリズム（Knuth－BendlX Complet10nAlgorlthm）はいつも成功するとは限らない

が、成功した場合には与えられた等式の集合で定義される代数系（vanety）の語

の問題（wordproblem）を解くために利用することができる。

これら定理自動証明や項語き換え系での研究とは別に、一般の非古典論理に

対して単　一化の研究を始めたのがSGhlIardl（［4］．［5］）である。彼はl白観手並

論坪やS4，K4，GLなどの命題様相論評について単一化に関するいくつかの結

果を示した。耗々がここに述べる結果は、このGhllardlに続くものである。

2．様相論理とはつ

日常の生活で使われている論理的な判断や、特に通常の数学の証明に使われ

ている論坪を形式化したものに古典（命題）論理と呼ばれる論押体系がある。こ

れは命旗の内容には並きを置かず、それらをク，甘，rなどの命題変数であらわ

し、いくつかの命題変数を＜（and），＞（or），「（not）．⊃（lmplleS）などの論群結

合子でつないで複雑な命題を構成し、ある公坤と推論規則を定義してその命題
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様相論更別二おける単一化問題について（官崎）

の真偽をその形から判定するものである。

（命題）様相論理はこの【欄論軌二必矧隼をあらわす□（box）および可能姓を

あらわすO（dlamOnd）を結合子に加えて古典論坤を拡張したものである。様相

論坤の歴史はハく、ある命題が止しいことと必然的に正しいことを区別した

Ar】StOtleにまでさかのぼると言われるが、近代的な様相論坪はHMcCollに始

まり、CILewISにより現在の形の定式化がなされた。以一卜にIL確な定式化を

述べるC命題様相論理の信軌二足る文献としては例えばAChagrov，M

Zakharyaschev（［2］）があげられる。

2．1構文論的な様相論理の定義

まず悼用する記号を規定するために言語£（modallan糾age）を定義する。言

語は次にあげる記号の集合からなる。

（1）可算探限個の命題変数→ク，可，r，pl，ダ2，爪，

（2）論理結合＋　⊥（bottom），＜（and），「（not），□（b。X）．

（3）かっこ．（と）

この言語£lの様相論坪式の集合◎を次の4つの条fIを満たす削、の記号

列の集合として定義する〔）

（り　⊥∈◎

（2）各命題変数クについてp∈¢

（3）α∈¢ならば（「α），（□α）∈◎

（4）α，β∈¢ならは（α＜β）∈¢

なお、α＞β＝「（「α＜「／7），α⊃β＝（「α）＞β，（◇α）＝「（ロトα））

と略記する。また「，口の力が＜，＞，つより結合力が強いとして適宜かっこを

省略する。

さてこの言語望卜の（－「規）様相論坤（normalm0daHoglC）を次のように定義

する。

定義2．1（ll規様相論理）

£上の（正規）様相論理とは次を満たす¢の細分集合上のことである〕

（目上はT「典命題論群のすべてのトートロシーを含む′）
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様相論坪における単一化問掛二ついて（宮崎）

（2）いは様相論理式□（p⊃曾）⊃（ログ⊃□9）を含む。

（3）上は次の推論規則で閉じている。

（‘1）α，α⊃β∈エならばβ∈⊥（三段論法）

（b）α∈エならば［β／p］α∈⊥　（代入）

（C）α∈⊥ならば（□α）∈⊥　（必然化）

様相口語よにおける最小の11＿規様相論坤を片であらわす。　　　　　　■

ここでは1卜規な様相論押しか扱わないので正規様相論理のことを呼に様舶論

押、または論理と呼ぶ。また、上にあらわれる代人という1計舘について説明し

ておく。論灘式α，βに対して論理式［β／β］αとは論理式αに含まれるすへて

の命題変数〝の出現を論和式βで閃き換えて得られる論押式のことである（】

この代入という演朋が単一化を議論する際に重要な役割を果たす。

一般の様相論理上と論理式の集合rに対して、上とrの両ノJを含む最小の枝

村論理を⊥◎「であらわす。このように論押上に公理として論群式の集合をイ・J

け加えて†′Fられる様相論理を上の拡張といい、上の拡張全体のクラスを入官加

（L）（theclassofaunormalextensIOnSOfL）とあらわす。

これまでによく知られている様相論理として次のようなものが挙げられる。

まず公理として次の論理式を㍍兼する。

β＝□〝⊃OP，r・＝ログ⊃ク，βヒp⊃□◇ク，4・＝ログ⊃□ログ，

5＝◇□〝⊃ログ

それぞれの論押式の意味については次の意味論のところで述べる。さて、こ

れらを川いて定義される論理には次のようなものがある、，

〟β＝〟⑳A jr＝〟◎r，＆β＝〟⑳β，〟7Ⅵ＝〟rOβ，

〟4＝斤㊨4，〟5＝方⑳5，∫4＝gr◎4，ぶ5．＝〟r◎5

これらの様相論判に刈しては卜のような定義のほかにそれぞれの論群に含ま

れる論評式を計芳するための形式体系が存在する。例として、方のシークエン

ト計算（SequentCalculusforK）における論理式□（P＾q）⊃（□p＾ロq）の

証明岡を次に示す「，
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様相論理における中一化問題について（宮崎）

／）→J） ヴ→ヴ

p＜ヴ→p p＜曾→ヴ

ロ（ク＜冒）→ロタ　　　　　ロ（ク＜9）→□曾

□（ク＜曾）→ログ＜ロ曾

→ロ（ク＜ヴ）⊃ログ＜ロヴ

この場合、論理式甲に対し甲∈〟であることと甲を　番卜の式とした方のシー

クエント計帽の証明凶が存在することは同値である。このようにして、一般に

ある論理上に対し論恥式〟の上の体系での証明凶を見つけることにより、甲∈

上であることが保Hl［できる＼－論理式甲の上の体系での証明図があることをエト

甲とあらわす。

2．2様相論理の意味論

次に様相論押JU二“冠昧’’を与えるイl組みについて述へる。規在の論理学で

は各論理式の意味を与えるためにある構造を用意し、論神式の各構成／をその

構造の中の柴素や演算／に引象する付値（valuatlOn）と呼ばれる解釈を考え、最

終的に論群式の意味をその構造の中のある要素として求めるという方法をとる

のが　般的であるしその構造として命題様相論坤では様相代数と（クリプキ）フ

レームを考える。そのⅠで各様相論押上に対しては、（可能であれは）ちょうと

その論理にうまく対応する構造のあるクラスを考え、そのクラスに含まれる什

意の構造と、論押式からその構造への什息の付佃に対して、ある論坤式の解釈

が瑞に1（あるいは構造全体）となるとき、その論珊式は恒真であると言う。

様相論揮いこちょうと対応する論理式の解釈のための構造のクラスがうまく

耳押しるとき、恒真な論理式全休が上に　致し古味論が完全であるという。実は

この構造として様相代数を考えるときにはとんな11税様相論畔に別しても、必

ず完全となる様相代数のクラスがとれるが、クリプキフレームを考えたときに

は必ずしも完全となるクリプキフレームのクラスがとれるとは限らない。
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様相論理における単一化問題について（宮嶋）

2．2，1様相代数とその上での論理式の解釈

まず様相代数を定義する。

定義2．2（様相代数）

様相代数とは次をみたす構造A＝〈4∩，U，－，川，1〉のことである0

（1）A＝〈4nu，一項はフール代数0すなわち・最大元1と剃、元）をもつ

分配束でかつ－はトモルカン別をみたす否定演算イである。

（2）丁は次をみたすl項演算子である。

（a）叩）＝l　（b）JhnJ′）＝J（J）nJ（γ）　　　　　　　　■

与えられた様相代数A＝〈4∩，U，－，川1〉に対して・様相論評式の集合沌から

Aへの付値（valuatlOn）を次をみたす写像Vとして定義する。

（1）各命題変数夕についてV（p）∈」

（2）V（⊥）＝0

（3）V（α＜β）＝V（α）nv（β）

（4）V（「α）＝－V（α）

（5）V（ロα）＝ノ（V（α））

つまり、命題変数を様相代数のある要素として解釈し、論坤結合丁については

⊥を0、＜を∩、「を－、口を丁で解釈する。これにともない＞はUで解釈

されることになる。

さて、9－えられた様相代数Aと論理式の集合中から」へのイ」値Vに対し、あ

る論理式αがV（α）＝1をみたすとき論坪式αは様相代数Aと付値Vに対して

兵であるといい、〈A，V〉巨αとあらわす。Cを様相代数のあるクラスとすると

き、Cの任意の代数Aと¢からAへの任意の千」値両こ対して〈A，V〉巨αが成り

立つとき、論理式αはCで恒真であるといい、C巨αと書く。

売坤2．3（ll規様相論理方の完全竹）

すべての様相代数のクラスをCだとおく。任なの様相論理式αに刺してα∈〟

であることC〟l＝αとであることとは同値である0　　　　　　　　　□

〟に公理としてrや4、βを加えた様相論群に別してもそれぞれ次のような

様相代数のクラスを考えれば完全性を得ることができる。すなわち

CT．＝tA様相代数LAは等式JH∩ズ＝榊をみたす。）
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様相論埋における里一化間違引二ついて（宮崎）

C。：＝iA様相代数rAは等式榊∩叛）＝糊をみたす。‡

Cβ＝†A様相代数IAは竿先∩ノ（－′（－ズ））＝∫をみたす。）

とおくと次の定理が成り‾、ンつり

定理2．4（榊臼論理〟r，〟4，〟βの完全件）

任意の様相論坪式αに対して

（1）α∈麒TであることとCT巨αであることは剛直である。

（2）α∈ぷ4であることとC。巨αであることは同値である。

（3）α∈＆βであることとCβl＝αであることは州南であるし，　　　　口

その他公理が2つ以「加わった場合も同様に対応する等式を使って様相代数

のクラスを規定し、そのクラスを用いて完全性を示すことができる。このよう

に代数的意味論では公理としての論坤式は代数卜の等出二変換することがで

き、同等竹を示すことができる。ただし任意の止規様相論動二別して対応する

様相代数のクラスが存在することを示すには、ここで糾介していない議論が必

要である。

2・2．2クリプキフレームとその上での論理式の解釈

前にも述べたように様相代数の場合と比へて、クリプキフレームを用いて論

群式の意味つけを子JうノJ法は一般には不完全であることが分かっている。しか

しクリプキフレームで論坪を扱う魅力は論理式のクリプキフレームでの解釈が

非常に帯紐的図式的であることである。まず、クリプキフレームとその上のモ

デルを定義する。

定義2．5（クリプキフレームとクリプキモテル）

（クリプキ）フレームとは次をみたす構造F＝匪尺）のことである。ここで町

は空でない一占の集合であり、月は町上の2項関係であるロフレームF＝〈肝，や

しの（クリプキ）モテルとは次の条件をみたす構造〟＝〈町，凡打〉のことであ

る0ここで打は命題変数の集合から肝の部分集合への写像であり付値と呼は

れるD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

クリプキモデルを川いて論軌式を解釈するには次のようにする目論翫式αが

モテル〟＝（町，凡γ〉の点α∈町で貧であることを（吼〟）巨αとあらわす。
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様相論理における単一化問臥こついて（宮崎）

論稗式がモテルのある点で真であることを次のように定義する。

（0）（財，β）匡⊥

（1）（〟，α）巨p　く＞　d∈F（p）

（2）（〟，α）巨「α　⇔（〟，〟）巨α

（3）（〟，〟）巨α＜β　くつ（〟，α）巨αd〃d（〟，α）巨β

（4）（〝，β）巨□α　⇔　∀あ∈軋凧如肱（〟，抑＝α1

（2）と（4）から特に論理式◇αの解釈は次のようになる。

（5）（〟，d）巨◇α　⇔］占∈附し月わα〃d（〟，ム）L＝α］

論理式αがフレムF＝（肝，呵トの任意のモデル〟と任意の点α∈肝で頁で

あるとき、αは〟で幅具であるといいF巨αとあらわす。さらにプレ】ムの

あるクラスかについて任意のフレームF∈βでF巨αがなりたつときαはか

で恒兵であるといいβ巨αとあらわす。

完押26（】t規様相論理方のクリプキ意味論に関する完全憎）

すべてのクリプキフレームのクラスをpgとおく。このとき任意の論甥式αに

刺してα∈〟であることとβ〟l＝αであることとは同値である。　　　□

股に」1規様相論揮いこ対してあるクリプキフレームのクラスか上が存在して、

任意の論揮式αに対してα∈上　⇔　β⊥巨αがなりたつとき上はクリプキ完

全であるという。実は肋J（〟）の中にはクリプキ完全でない論理が非叶等憫

存在することが分かっている。

ただし、全体からすると非常にまれであるがいくつかの論坤式に別してはフ

レームの卜での非′削二市税的で美しい特徴づけが得られている。先にあげた5

つの論理式（公押）か，r，月，4，5に対しては次のような特徴づけがある。

β＝　□p⊃◇ク

〈町，月糎か⇔〈阿，和≡∀∫∈町，卸∈咋頑
（継続的一Serlaり

＝＝⇒

l’　　　　　　　、・　　1、・
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様相論動二おける坪一化開通について（宮崎）

r＝　ロク⊃ク

〈阿，月〉巨r　⇔　〈肝，月〉巨∀ズ∈可此］

（反射的′reflexlVe）

．F〟

β＝ク⊃ロ◇ク

〈町，尺〉巨β⇔（町，和…∀ズ∈町，り∈抒乍旦両肌がe∫伸］

月

・l■　　　＿l’

（対称的′Symmmetrに）

に＝÷　∴・

4＝　ロタ⊃口ログ

〈町7畔4くつ（肝湘≡∀ガ，γ，Z∈叫坤相木此）吸血㍑呵
（推移軋trans■t■Ve）

ここ　　　＿

γ

］月

5＝　◇ロク⊃Dp

〈肝，畔5⇔〈肝，月〉巨甑，γ，Z∈可（坤。〃dJ彪）呵壷り可

（ユークリッド的，eud■dean）

震＝㍉車
これらの事実により、例えは様相論Tq］K4はすべての推移的（tra。S．tlV。）なクリ

プキフレームのクラスについて′′こ七であることが祉明できるし　また様相論坤〟丁

はすべての反別的なクリプキフレームのクラスについて／完全であることが証明

できる。その他の公坤から定義される様相論評についても同様である。
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様相論理における単一化問題について（宮崎）

クリプキフレームの不完全さを補うために一般フレーム（generalframe）とい

う構造が考えられている。一般フレームとは次をみたす構造G＝〈肝，凡P）の

ことである。ここで〈脚，坤まクリプキフレームであり、タは町の部分集合の

族で集合演算∩（交わり）と－（補集合）、それに次の演算んで閉じているもの

である。

7月（ズ）．＝1ズ∈肝1りノ∈Ⅳ（ズR＝＞γ∈∬）ト

一般フレームを考えると確かに任意の様相論理に対して完全性は回復する

が、これは実は様相代数と本質的に同じものであり、何か新しい機椛がはたら

いているわけではない。

3．単一化とはつ

はじめにも述べた通り、単一　化とは、2つの項（tem）と呼ばれるある代数卜

の表現を等しくするような、それぞれの項の中にあらわれる変数への一様な代

人演算子（unlform substltutlOn）を求める手続きのことである。2つの項が等し

いかどうかを決める基準の選びjJによって、構文的単一化（syntactlCunlncatlOn）

と等式的単一化（equatlOnalunlficatlOn，ELuni負catlOn）の2稗類がある。前者は2

つの項の見た目が（つまり記号の並び）が巨Ⅰ＝二時に等しいとし、後者はある論理

上の上で考え、2つの項・9と才が等しいという等式∫＝⊥才が上で証明できる

時に等しいと考える。ここでは隠榔謝軌こおける単一一化の問題を考えているた

め、等式的単一化について説明する。

命題様相論坤を考える場合、意味論のところで述べたとおり論理を考えるこ

とはその論評が規定している等式から決まる様相代数のクラスを考えることと

同値である。一一般に、項という表現は項代数（term algebra）という代数卜の要

素であるのだが、今の場合、現代数としての様相代数卜の項を考える代わりに、

対応する様相論理での論神式を考えてよい。そして項への代人は論神式への代

入とF・Jじものを考えればよい。

3．1単一化と最汎単一化子

ある様相論理を考える。2つの論理式α，βに対して新しい論理式をあらわ
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様相論理における単一化問題について偶崎）

す記号α⇔β＝（α⊃β）＜（β⊃α）を導入する、，ある代人βが論理式α，β

の単一化子（unl毎r）であるとは、上トβα⇔御がなりたつことをいう。また

そのような代入が存在するとき論軌式α，βは甲一化可能であるという。例と

してα＝β＜吼β＝ログを考えるn代入βをβ＝ト⊥／ク，「⊥／ヴ】とすると、

触＝（「⊥）＜（「⊥）＝「⊥，申＝□（「⊥）＝「⊥より、確かに什融ml湖様相

論評上で⊥卜鋤←野である。よってαとβは嘩　化可能であり、βはその

攣一一化子である。

さて、2つの論理式α，βを決めるときそれらを単　化する代人は　舷には

複数存在する0例えば、論珊式β＜可とrに対して♂．＝［⊥／ク，⊥／官，⊥／r］と

β2＝［〆ク，〆官，〆r］は異なる坪　化／である。実際、β1（ク＜ヴ）＝⊥＜⊥＝

⊥，β】（r）＝⊥であり、β2（β＜ヴ）＝〝＜ク＝ク，βユ（r）＝クである。ここで新し

い代入r＝［⊥／β］を考えるとroβヱ＝β．がなりたっことが分かるだろう。（代

入の合成は後で子fう代人をノ・に書く）つまり、β2はβlに較べてより一般的な代

入であるといえる02つの代入演算子打，丁に対して〟OJ＝rをみたすような

代入〃が存在するとき、打は丁よりも一般的であるといい丁－くJとかく。くは

擬順小である‖つまり朗寸的かつ推移的である。方で、単一化が不可能な論

押式の刺のあることに注意しよう。例えば論理式p＜「〟とヴ＞「可はどのよ

うな代人を考えても甲　一化はできない‖

単‾化が可能である論理式の対（または一般には有限個の論靴式の別の集合）

に別してくの意味で表立も　脚勺な攣　化／を求めるのが単　化問題である。以

F、単一化問題の定式化と論理に対する軒一化のタイプの定義はWDz－k［3］

による。

3・2単一化のタイプ（Un■f■CatIOn Type）

様相目論押上を考える〔この時、有限佃の論押式の対の集合

n′（蔓）（α．，β．），（α三，β2），・，（α．。，β′一）

をいこおける単一化問題という。ここで蔓は有限個の論理式の刈の小にあらわ

れるすべての命題変数のイJ限集合である0・つまり問題nJ（革）とは、上卜蝕一
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様相論理における坪一化間是馴二ついて（宮崎）

⇔吼上卜蝕2くう吸，・エ十βα”←吸をみたすような代人βを求

めることである。

口上（蔓）のすべての単一化十の集合をUェ（n）とおく。UJ（n）が空でない帆

問題n′（革）は単　化可能であるというDその郡分集合U⊆U′（n）について、

Uが完全であるとは、什意のβ∈Uム（n）に刺してあるJ∈Uがあってβくけ

がなりたつことをいう。さらに完全なU⊆U上（n）が極小完全であるとは、任

意の異なる仏ソ∈Uに対して〟とVがぺの意味で比較不叶能であることをい

う。rlL（主）の単　化／0．∈UL（rl）が最汎単一化子（n10Stgeneralunlfler・

mgu）であるとは、部分集合lJ〉⊆U⊥（n）が完全であることをいう臼

椋相論理上を国定し、甲　化可能な単　化関越ロム（些）をとるとき、その極

小完全な攣　化／の集合U⊆U⊥（H）は　一なに定まるnそのUの濃度が1か・

〟（有限）か、∞（無限）か、0かによって論押上での単一　化問題のふるまいを次

の4つに分類することができる。まず

攣　化口川巨な攣　化問題口上（革）について

・n′（さ）がタイプlであるとは口上（主）の棒小完全な単一化子集合の濃度が】

であること（J

・nJ（蔓）がタイプαであるとは口上（主）の極小完全な甲　化／集合の－農度が

餌であること。

・nェ（主）がタイプ∞であるとは口上（蜃）の剛、完全な坤　化r灘合の濃度が弧

であること。

・口上（ぎ）がタイプりであるとは、口上（蜃）の柳、完全な単一化イ集合の濃度が

りであること。

と7E義するり　そのrで、様相論坤上の甲　化のタイプ（unlflCatlOn type）が

・l（unltary）であるとは上における什意の単一化可能な単一化問題がタイプ

1であること‖

・a，（flnltary）であるとはLにおける什志の隼　化ロJ能な叩　化m題がタイプ

lまたは付であり、かつある単　化可能な単一化問題のタイプが〟である

こと。

・00（1n血1tary）であるとはいこおける什意の甲　化町能な単　化問題がタイプ
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様相論理における狙一化問題について（何例

1または〟または町であり、かつある甲　化可能な単一化問題のタイプが

町であること）

・0（nullary）であるとは、ある甲　化叶能な単一化問題のタイプがUである

こと。

と定義する。論押上に対する自動推論システムを考える場合、単　化のタイプ

が1，餌，叫（）と変わ／」ていくことに一般的な埋　化子を求めることが国難

になっていき、だんだん状況が悪くなっていくU

以下で、様相論押上での坪一化のタイプを考えるとき、α⇔β＝（α⊃β）

＜（β⊃α）が論理式であることを考えると、甲一化問題として論押式の対

（α，β）の単‾▲化ではなく上で充足口丁能な論理式甲に刺して上ト軸をみたす代

人βを探す問題として考えてもよいことに注意する。

4・推移律を持たない様相論理における単一化問題

命題様相論坤の意味論的な研究は、推移律の公酎　＝ログ＝□ログを持っ

ている論理についてはいくつかの解新手法が開発され、多くの美しい研究成果

が得られているが、推移律を持たない論理についての研究はまだそれほど発展

しているとはいえない＝

様相論理に関する甲　化問題はまだ歴史も浅くそれはと発展してはいない

が、それでも公理句を持つ論理のいくつかは甲一一化タイプが決定されている．

タイプ1・∫4・2＝∫4⑳◇（β＜口付）⊃□（p＞Oq），

542G／て＝∫42◎□（ログ⊃ログ）⊃ク）⊃ク

タイプぴ＝叫片4，G⊥＝〟4⑳□（LJp⊃♪）＝ログ，∫41＝∫4⑳口Op⊃◇ログ，

∫4Gだ＝∫4⑳□（□p⊃ログ）⊃p）⊃β

それに対して推移律の公珊4を持たない様相論理の甲一一化問題に別しては今の

ところ多くの基本的な問題が未解決のままである。ここでは様相論稚grβと

そのJ巨視拡人全休のクラス∧倣J（尺7万）を考え、単　化の観点からみたその中

の様子について議論する。
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様相論理における単一化問題について（御者）

4．1様相論理互丁乱47g（3）とそのフレーム

且7万卜の様相論理である上。二だrβd〟ロ）＝幻Ⅶ⑳〟申）を考える。ここ

で射昭）＝□仇＞□（ク。⊃ク．）＞ロ（（ク。＜ク．）⊃クエ）＞□（（仇＜pl＜β2）⊃

釣）であり、（一報）フレムF＝（肝，凡P）に対して次のような意味を持つn

F巨月〟P）⇔　F巨∀方，γ，Z，〃，V∈肝【（∫勒芳心，JRM，∫月V）∋

（γ＝Z）or（γ＝〟）or（γ＝V）or（Z＝〟）or（Z＝V）〝（〃＝V）］

っまり、什意の一旦から月で到達できる異なる点は高々3個しかないことをフ

レームに要請する。〟7署のフレームは反別的かつ別称的であるから、上。二

だ7署dJJ（3）のフレームは決して3つに分岐している箇所をもたない。上。を恒

真にするようなすへての一般フレームのクラスをβ。と書く。か。は以下の同の

ようなメンハーからなる。同の中で反別的な点を●で、また対称的である関係

を両IhJき矢印でなく単に実線一であらわす。

昂　両側が無限にのびているもの

石　片側だけが無限にのぴているもの

有限の線分状のもの

●、、、●、－●
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様相詣軌二おける単　化J耶副二ついて（宮崎）

有限のル【プ状のもの

∴∵．・
○

ここで2つの　▲股フレームの問の写像の一一種であるp－モルフイスムを定義

しておく。

定義41（p－モルフイスム）

F＝（肝，凡P〉およびG＝くび，∫，9）を　般フレームとする。このとき附か

らUへの写像′肝→UがFからGへのp一モルフイズムであるとは次の条

†lをみたすこと。

（1）／は全射である′、

（2）任なの∫，γ∈町に刺して∬勒ならば′（∫）材（γ）がなりたっ。

（3）什意のJ∈脚とα∈Uに対してノ（∬）∫〟ならばあるヱ∈町があって柏）

＝dかつJ月gがなりたつ。

（4）任意の∬∈2に刺してrL（ズ）＝tJ∈肝l′（ズ）∈芳‡∈Pがなりたつ。■

FからGへのp－モルフイスム／が存在するとき、FおよびGから完まる

様相論理ム（F），HG）について⊥（G）⊆HF）がなりたつことが重要であ

るっ

命題4．2

任意のC∈β。に対してGから瑞へのp－モルフイスム／がん在する。したがっ

て上。＝片7ⅥdJg（3）＝上（帯）であるし　　　　　　　　　　　　　　　□

4・2上。＝Å73月〃（3）の有限モデル性

様相論畔上が有限モデル性をもっとは、上に刺してある有限のクリプキフ

レームのクラスかがあってエ＝∩エ（F）と「里ナることである。つまり卵エ

ア∈〃
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様相論理における単一化問題について（宮崎）

のとき、ある有限のフレームダとFrの付値化加があって（（F，畑d）巨や

とあることをいう。ここでは様相論押上。が有限モデル件を持つことを示す0

まずクリプキフレーム昂が次のように定式化されることに注意するロすな

わち、凡＝（Z，可、ここでZは整数の集合であり、関係尺は〃伽⇔l〃‾椚l≦1

で定められる。次に様相論理式〟に対し甲の長さdeg（甲）を次のように帰納的

に定義する′，すなわち、

（1）deg（⊥）＝deg（ク）＝0

（2）deg（「甲）＝deg（p）

（3）deg（a＾β）＝maXideg（α），deg（β）Ⅰ

（4）deg（□甲）＝deg（p）＋1

補題43

任意の論理式甲についてや∈上。とする。このとき上。のある有限フレームFが

あってF巨甲がなりたつ。

し証1川l　〃＝deg（p）とおく0卵上。より玲＝〈Z，月）のある川畔があって、

特に0∈Zで（伍，咋0）紬であったとしてよい0上。のある有限フレーム

G＝〈［㍍，如上た軋示示一丸≦1であり鳶は範におけるズ∈Zに

対応するGの点をあらわす。G十の付値Uせ次のように定める．貢∈U（p）⇔

∬∈r（ク）。このとき次の（◆）を示すことができる。

（・）甲の任意の部分論理式y（当然椚＝deg（y）≦乃）と瑞の任意の」h

J∈［－（〝一叫，（〃一叫］に対して、（伍，F〉カl＝y　⇔（〈G，項斎）l＝y

（の証明は椚と町の構成に関する二重帰納法による。

（C‘mg刑＝0）yの椚成に閑する帰納法。

y…⊥のとき：明らか〔，

y≡クのとき・Uの定義から刈＝押伍，r〉　⇔　可＝β可G，U〉。

γ…rJのときJl＝「（7　くつJl≠J　く⇒　斎匡J　く⇒　扁巨「（To

y≡J＜rのとき．∬巨J＜丁　く⇒Jl＝Jα〃dJl＝r

く⇒　扁l＝J〟〃d扁l＝r　⇔　扁l＝J＜ro

y≡ログは起こらない。
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様相論軌こおける単一化問題について（宮崎）

（G∬g沼＝々≧1）yの構成に関する帰納法。

y≡rJおよびJ＜丁のとき．トと同様に示せるし，

y≡□Jのとき－∀∫∈卜（〃一女），（〝－相に刺して、（伍，rい）l＝ログとす

る口碑をみたす作意の夕に対して叫′であり、（伍，畑州＝Jがなりたつ。

いまdeg（J）＝友一1であり、夕∈ト（乃－（良一1）），（〃－（た－1））］であるから帰納

法の仮定より（（G叫タ）1＝げ、したがって（〈G、項扁）l＝□打。逆に∀斎∈

［両，両】に対して（〈G叫扁）l＝□Jとする。坤をみたすγを任意

に取るとき坤であり、（（G叫声）巨Jがなりたつ。いまd。g（♂）＝ん－1で

あり、γ∈ト（〃－（ん一肌（〃－（えー1））】がいえるから、帰納法の仮定より（伍，

咋州＝打つしたが／）て楯”rい）l＝ログがなりたつ。（つの証明終わり．

さて、（●）より柑二y≡甲とすれば、（凪げ），0）紬から（（G，項扁）紬が導

かれる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

走埋44（上。の有限モデル性）

上。は有限モテル刊を持つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　□

4・3上。のプレ弱推移性

公群4m＝□mp⊃□〝汗lpを弱推移性（weaktransitivity）の公理といいこ

の公群を含む様相論群は弱推移的（wcaklytranSitive）であるという。ここで

見るように⊥巾はそれ自体は弱推移的ではないがエロの真の拡大はすべて弱推移

的である。プレ弱推移作とはこの性質を指す。

定押4．5（M Byrd「11）

上・）より跡こ人きい任意の様相論理上に対し、ある自然数椚があって□mp⊃

□m＋lp∈上をみたすっ

［証rl上。⊂⊥（上。≠エ）である様相論押上を什馴二とる。このときα∈ト

エロである論押式αが存在する0α卓上。より布＝（Z，尺〉のあるイ・日直「とある

点α∈Zがあって（〈片平漣）l≠α）

〃＝deg（α）とおくU　ここで次のことを示す。

（＃）上の任意のフレームGに対して、Gl＝αならばGl＝ロエバ、1ク⊃□2〝ク。

（＃）の証明　上のフレームGを什酎二とってG匡□2〝‾1p⊃□2〃クとする。ニ
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様相論理における単一化問題について（宮崎）

のときフレームGは長さが最低でも2〝のパス（その上に少なくとも271＋1個の

点を持つような迫）を持つ。すると補題4．2と同様の議論からG匡αであるこ

とが導ける。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

4・4上。の単一化のタイプが1でないこと

次の条イ′lをみたす論理式αを考える。

（1）deg（α）＝〃

（2）反射的なただ1つの点戊からなるフレームG“＝輝，月巨のある付値㌦

に対して（〈G。，畑α）巨α。

（3）反別的なただ1つの点あからなるフレーム

Gム＝紳），尺′日のある付値りに対して

（〈Gゎ，煩わ）巨一α。

このとき、右の図のようなフレーム

G〝＝〈〝，∫）を考え、G門トの付値U月を

次のように定義する。

0≦J≦〝をみたす上と命枝変数ク，可について

（〈GH，U轟．）l二戸・くつ（〈G。，畑α）巨p

（〈G打，帰，ムー）l＝甘　く〇（〈Gゎ，煩わ）巨甘

以上の状況において次の補題を示す。

補題46

（1）αの任意の郎分論理式β（ただしdeg（β）＝椚≦托）と任意のほ［別，円い二対

して

（〈GH，仇〉，〟．）l＝β　∈＞　畔し畑，α）巨β

（2）「αの任意の部分論坪式γ（ただしdeg（γ）＝∽≦〃）と任意のJ∈［粥，〃］に

対して

糎，己，仇〉，九日＝γ　⇔（〈G上帯〉，あ）巨γ

［証明］（1）のみ示す。（（2）も全く同様にできる（，）

肌とβの構成に関する二重帰納法による。

（Cα∫em＝0）βの構成に関する帰納法。
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β＝⊥，ク，rJ，J＜丁のとき．やさしい。

β≡ログは起こらない。

（Cα∫e椚＝え≧1）βの構成に関する帰納法。

β≡「（7およびJ＜丁のとき・卜と同様に示せる。

β…ログのとき．

∀ほ［恒］に対して、（〈G〝，帰d誹＝ログとする。〟一郎をみたす什意のγ

に対して（〈Gn項，州＝J、である。γ＝αノとおく。J－1≦ノ≦汗1よ。

0≦ん－1≦ト」≦ノ≦凍＋1二刀0一ノJdeか）＝良一1である07レムG。に

おいでdぬとなるガを任意にとるともちろん∫＝αより帰納法の仮定から

（伍，畑刷＝Jがなりたつ。

よって枕，畑〃）l＝口Jo逆に舐，畑α持ログとする。〃は反射的よ

。鴎，畑β）l＝Ju任意の呵頼］と。勘をみたす什意のγをと。γ＝。′

とおくとえー1≦ノ≦＝打でありdeg（げ）＝々－1である。よって帰納法の仮定か

ら（（G〃，帰州＝打がいえるので晩項，q」＝□Jが結論される。□

反射的なただ1つの点からなるフレームで特徴つけられる様相論理を符加

とかく。つまり乃ル＝上（・）である。

走坤47

αを論恥式とする0このときすへての自然数点について上。ト「α＞ロムαがな

りたつならばmVトαまたは釣れト「‘γがなりたっ。

［証叩deg（α）＝刀とおく。αgn加かつ「α産れ血と仮定する。するとこの

とき補臥5の条件がすべてみたされているから、フレームG〃で特に～＝〃と

して（（G刀，帰α，上）巨αおよび（（G〃，帰み〃）トαがな。たつ。したがっ

て（（G月，帰α〃）l＝α＜◇2〝＋1「α、つまり鴫項，〟〃）巨「α＞□2〝＋1α

がいえるC　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

命題48

正規様相論揮いこついて次の2つはIHJ値である。

（りすべての自然数戊について上仁一α＞□Åαがなりたつならは、Ⅳ川トα

－351
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または乃加卜「αがなりたつ0

（2）⊥卜「α＞□αがなりたつならば、計れトαまたは紆7V卜「αがなりたつ0

［許町（2）ならば（1）は明らか。（l）から（2）の証明も上がIl規であることから

明らかである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

走珊49

様相論押上。の単一化のタイプは1ではない0

［証明1上。の尊　化のタイプが1であると仮定するD論押式β＝ザ＞ログを

考えるしこのβは次の2つの代入で単一一化可能である0すなわち打。＝［⊥／p］

と打．＝ト⊥／p］。仮定から論押式に刺してmgu Fが存在し、したがって

上。卜rJp＞ロ叩がなりたつ。補題4・6命題4・7より①甘血卜叩または

・こむ打川ト「（叩がなりたつはずである。①のときmguの定義からある代人

軌があって打。＝仇。J〔，すると①からⅣ川ト（β。。J）pu Lかしこれは

mVト⊥を意味するので刑責。②のときl言jじく代入β．があって打．＝β．。Jo

すると昔・からⅣJV卜「（♂．。（ア）ク。しかしこれも符かト⊥を意味するのでオ眉〔1

したがってエロの単　化のタイプは1ではない。　　　　　　　　　□

系4．10

上⊆上。をみたす任詮の止規様相論押上について、上の空　化のタイプは1で

はない。

［証明1走押46の証明は上⊆上。をみたす任意の様相論珂兄においても一l一し

いJ命題47はすべての1】一視様相論理でなりたつ。　　　　　　　　　口

4．5〃放r（Å78）において単一化タイプが1であることと弱推移性が同値であ

ること

∧倣J（Å7万）において弱推移性を持てば、単一化のタイプが1であることは

よく知られた結果である′、

定理411

什意の様相論理⊥∈∧甘rJ（Å7署）に刺して、ある自然数朋に別してがエトロ川

p⊃ロ用Tlpなりたつならばの攣一化のタイプは1であるU　　　　　□

問題はこの道を′」、すことである。まず次の事実を確認する。
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命題4．12

エ0＝エ（雪）

［証明命題42より上。＝エ（帯）であり、また上岬，）⊆上げ．）であることが

いえているUここでは補題43にあるように爪＝〈Z，尺）と定式化される。一

ノJfl．は雪＝（サ∫）のように定式化される。ここでⅣは自然数の集合であり

関係∫は∫∫γ⇔lJ－yl≦1と定義される。ここで補題43と同様の議論から、

任意の論和せ和に対して吊巨やならば巧匡甲がせかれ、よってム（巧）⊆

上（爪）である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

つまり上。はプレ【ムF】によっても特徴つけられることがわかる。これより

片7万の弱推移的でない任意の　般フレームGについて、Gによって定まる様

相論理はんこÅ7万月〟（3）より下に位笹することが次のようにして示せる。一

般フレームGこく肝，凡P〉についてGが迎枯であるとは∀J，γ∈肝，］椚≧

0（J尺刑γ）がなりたつことである。つま。フレームが連結であるとはGのどの

ようなの2点をと／）てもその2点をつなく尺による有限の長さのパスが有在す

ることをいう。

Gこく附，凡P〉を方円の逮純な一般フレームで、什意のた≧0に対しG巨ロA

p⊃口上＋一夕であるとするUこのときGから彗＝（Ⅳ，∫）へのp－モルフイスム

が存在するし，

L証明］X∈PがGの核（core）であることを次がなりたつことと定義する

（1）ズ≠¢

（2）∀ズ∈ガ，∃γ∈一方（∫勺′）

今の場合、確かにGの棺が存在する。（［101を参照されたい。）pの要素の無限

列仇意。⊆Pを次のように定義する。

β0＝Z，　β…＝iγ∈町lゆ　brsomeズ∈∂人）－∪上）．

Gは弱推馴勺でないのでか．，∫＝少をみたす別は存在しない、つまりA）ご＝。

は確かに無断」であるCまた虫。＝脚である〇ここでGから隼（叫

への写像／肝→〟を次のように定義する：

一37－



様相論理における隼一化rHl遇について（宮崎）

各ズ∈β丘に対して／（ズ）とた。

この′はGから耳へのp－モル7イスムであることが容易に示せる0　　　□

以卜のことから次の定理が導かれる。

定理4．14

上の任意の正規拡大上について上が弱推移性をもたないならば、エ⊆エnであ

りしたがって上の単一化のタイプは1でない。　　　　　　　　　　　　　ロ

系4．15

任意の⊥∈∧動′（点7万）に対して次の4つの性質は同値である。

（l）上は弱推移的である。

（2）上はsemslmpleである。

（3）LはdlSCnmmatOr termをもつ。

（4）上の単一　化のタイプはlである。

［証明1

り）（2日3）がlnJ値であることは［8］の結果

である。（1）と（4）が同値であることがこ

の論文からいえる結論である。　　　口

上の系において（2）と（3）の詳細につい

てはこの論文では触れてないが、命題様

相論評に関する重要な性質であることを

ィ、Jけ加えておく。

本論文での議論を通して、∧倣J（R7甘）

の項で論押上。＝打7Ⅵ」Jg（3）が様相論坤

の重要な性質をもつ、もたないのちょう

ど境目に位碍し、特別な役割を持ってい

ることが示された。本論文で明らかにさ

れた入倣J（〟7署）の束としての構造の様

子は、ちょうどんの同のようになってい

る。
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